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CORRIGE

1ére Partie

. Pour cela il faut montrer que ® est linéaire, ce qui simple en vérifiant 1’égalité ®(P + \Q) =

O(P) + \®(Q) V(P,Q) € E*;VA € Ret que ®(P) € E, VP € E,, en effet : soit P € E,
donc deg P < n donc deg (®(P)) = deg (((X? — 1)P')') = deg (X* - 1)P')) —1 =
2+deg P’ —1=deg P < n, donc ®(P) € E,, et donc ® induit un endomorphisme ®,, de E,, .

. Ecrire la matrice de ®,(1) = 0,®,(X) = 2X,...,®,(X*) = (X% - DEXF 1) = p(XFF! -

XEUY = k(k+ D)XF — k(k—1)XF2,...,®,(X") =n(n+ 1)X" —n(n — 1)X" 2. Donc

0 0 0 0 0
0 2
(k—1)k
M = Mg (D) = k(1) . .0
(n—1)n
0
0 ... 0 n(n+1)

. A € R est une valeur propre de ®,, & M — AI, non inversible, or M — A\I,, est une matrice

triangulaire, donc serait non inversible si I'un des ses termes diagonaux (A — k(k + 1))o<k<n

est nul, c’est a dire A € {0,2,...,k(k+1),...,n(n+ 1)}, Ainsi ®,, est un endomorphisme de

FE, qui admet n + 1 = dim E,, valeurs propres distinctes donc diagonalisable.

(a)

pur = k(k+1), Soit P(X) = a9+ a1 X + ...+ a,X,, € E, polynéme , en notant ¥ =
(ai)o<i<n € Mpt1,1(R) Péquation ®,,(P) = ppP s’écrit matriciellemnt MY = pY ou
bien Y € Ker(M — pul,), or M — I, est une matrice triangulaire supérieure dont un
seul terme est nul, donc de rang égal & n—1 et par suite dim Ker(M —ugl,) = 1, on peut
donc conclure que les solutions de ’équation ®,,(P) = P sont tous proportionnels, et
parmi ces solution il n’y a bien str qu’un seul un unique polyndéme unitaire P tel que :
b, (Pr) = pgPr.

Posons deg P, = p, donc Py (X) = ag+a1 X +...+a, X, avec ap # 0, @, (Py) = Py =
(X2 -1)P, + 2XP| = p Py, en identifiant dans cette égalité les coefficient de la plus
grande puissance qui est X? on trouve a,(p(p — 1)) + 2p) = appy qui devient puisque
ap #0, p(p+1) = k(k+1) ou bien k% —p? = p—k. Si p # k cette égalité devient aprés
simplification par p — k, kK + p = —1 ce qui est impossible, donc deg P, = p = k.

5. La symétrie, bilinéarité et positivité ne posent aucun probléme. Juste la notion de définie qui

1
meérite un peu de rédaction, soit P € E tel que (P|P) =0 donc / P2%(t)dt = 0, ainsi P? est
-1

1



une fonction continue positive d’intégrale nulle sur [—1,1] donc P? = 0 et aussi P = 0 sur

[—1,1], on a donc un polynéme P qui admet une infinité de racines donc P =0 .

1
6. Pour tout (P, Q) € E* ona: (2(P)|Q) = / (( DP'(t ))/Q(t)dtz[( - DP'OQM],, -
1
[ e-vPw=o-([Poe - Do), / PO (= Q) ) = (PlB(Q),

on a procédé a deux reprises par une integratlon par parties.
7. Pour tout couple (k, k') d’entiers naturels tel que k # k', on a (®(Py)|Pr) = (Pr)|®(Pr)) =
11 (Pl Pir) = puy (Pe|Pe) = (i — i) (Pe| Pr) = (Pi|Py) =0, car
k#kK — pu=k(k+1)# uy =Kk +1).
8. (a) D’aprés la question précédente la famille (P, Py, ..., P,) est othogonale, en plus tous
ses éléments sont des polynémes non nuls car unitaires, donc c’est une famille libre, et
elle est de carinal n + 1 = dim E, donc c’est une base de E,, pour en construire une

base orthonormée (Rg, Ry, ..., R,), comme la famille est déja orthogonale il suffit de
Py
1Pl

normaliser ses éléments en le divisant par sa norme, c’est & dire prendre Ry =

n n
(b) Soit P € E,,||P|| =1, donc P = ZakRk avec Za% =1 car (Ry, Ry1,...,Ry) est une

k=0 k=0
b.o.n de E,, d’autre part V. 0 <k <nona:

Py O, (Py) P
" || Pel| | P | || Pel|
n n

= ,U,kRk, ainsi

P) =19, ZakRk = Zakén(Rk) = Zak,uk(Rk), comme (Ro, Ry,...,Ry,) est
k=0

n n
une b.o.n de E, alors ||®,(P)|| = Za%u% < in Zai = p, donc

1@l = sup {[|@n(P)|; P € En, | P|| = 1} < py-
Inversement : || R, || = 1 donc || @, (R,)|| = pn < |||®y]|| = sup {||®n(P)||; P € En, || P| = 1}
d’ou I’égalité .

2¢me Partie

1 1 1
L (a) Ly = Uk = gy Vek = 5 [(X7 = DAY, donce deg Ly = deg ([(X* - 1)}]W) =

deg(X?%2—1)F—k = 2k—Fk = k, le coefficient dominant de Ly, est obtenu en dérivant k fois la

plus grande puissance de (X2—1)% qui est X2¥ or (X2)*) = (2k)(2k—1) ... (k+1)X* =
(2k)! 1 (2K (2k)!
k! kgl Kl 2k(kN)2

(b) Soit ke N (X2 —1)M)™ = ((x — k(x + 1)F)P =

Al ' , donc le coefficient dominant de Ly est

k
() (k=p)
ch <(X — 1)’“) 8 ((X + 1)’“) : (*), or 1 est une racine de (X — 1)* de multiplicité
=0

k donc ((X — l)k)(p) (X =1) =0 pour tout 0 < p < k— 1, donc en remplacant dans (*)
X par 1, on trouve " "

0
Li(1) = 2ch (( 1)’“) (X =1) ((X + 1)’“) (X=1)=1.

2 —1)* est pair, alors

(¢) Du fait que la dérivée d'un polynéme pair est impair et comme (X
sa dérivée k-éme est impaire si k impair, et elle est paire si k est pair, on peut donc

conclure que la parité du polynéme Lj est la méme que celle de k .

(d) Lg(—1) = Lg(1) si k pair et Lp(—1) = —Lg(1) si k impair .



2.

(a)

(b)

Vg = (X2 - 1)p)(q), or 1 et -1 sont des racine de (X2 — 1) de multiplicité p, donc pour
g < palors ((X2—1)P)7 (1) = V,4(1) et de méme V,, 4(—1) =0 .

Si g > 2p, on est dans la situation ot l'ordre de la dérivée depasse le degré donc V,, ; = 0

En effectuant la premiére intégration par partie on a que V(p,q) € N? tel que :p # q en
1
supposant par exemple p > ¢; (Up|U,) = / ((#* = 1)P) ®) ((£* - 1)q)(q) dt =
-1

(@ - @ -1 - [ (=) (- )T

=0- /1 (2 =12 (@ = 1))V ar = - /1 (2= 1)) (2 = 1))

-1 -1
car (2 —1)P) " V=1 =(2-1P)* V@=-1)=0.

En En effectuant une deuxiéme intégration par partie on aura

1
(Up|Uy) = / ((¢* - l)p)(p_2) ((¢* - 1)q)(q+2) dt, et ainsi de suite jusqu’a avoir (U, |U,) =
1

t=—1

-

(—l)p/ ((¢* - 1)p)(0) ((¢* - 1)q)(q+p) dt =0 car ((t* — 1)q)(q+p) = 0 puisque l'ordre de
-1

dérivée qui est ici ¢ + p dépasse le degré qui est ici 2¢, notez bien qu’on a supposé au

départ p > ¢, le raisonnement sera pareil si ’on suppose g > p.

3. On déduit de ce qui préceéde que pour tout k € N, la famille (Uy, Uy, . . ., Ug) est une famille or-

4.

thogonale donc la famille (Lg, L1, . .., Lj) est une famille orthogonale or V0 < p < k;deg L, =

p < k, donc c’est une famille orthogonale de Fy, tous ses éléments sont non nuls donc est libre

et comme sont cardinal est £ + 1 = dim E}, alors c’est une base orthogonale de EJ.

(a)

1
Soit n € Nyn > 2; k € {0,1,...,n—2}, on a : (XL,|Ly) = / tL,(t)Li(t)dt =
-1

1
g [ (@ =) (@ - 09) "

= gy | (@ =00 (@ - 09)” 0 = (Lol x L)

Or L,, est orthogonal & tous les (L;)o<i<n—1 qui forment une base de E,_; donc sera
orthogonal & tout élément de X L; qui est un polynéme de degré £k +1 < n — 1, d’ou
(XL,|Lg) = 0.

D’aprés les questions précédentes Ly,41, Ly, Lp—1 est une base de l'orthogonal de E,_o
dans FE, .1, et d’aprés la question précédente XL, est un élément de FE,4; orthogo-
nal & tous les (Lj)o<k<n—2 qui forment une base de E,_, donc XL, est un élément
de lorthogonal de E,_o dans E, 1 et va alors s’écrire comme combinaison linéaire de
Ln—&-l; Lna L.

Soit (a,b,c) € R tel que : XL, = aLpy1 + bLy, + cL,_1, d’autre part deg L, = k donc
a # 0 et alors Lyt1 = (nX + Bn) Ly + YnLn—1 avec (a, = %,ﬁn = —g,% =-%)eR?
VneN (XZ-1DW,=(X?-1)(X2-1)"=(X?2-1)2nX(X2-1)""! =2nXW,,.
En dérivant (n + 1)-fois 'expression précédente, on obtient aprés avoir utilisé la formule
de Leibniz : ((X2 —D)W)" ™ = 20 (XW,,)" qui devient

n+1 n+1
chﬂ -1 (p)(I/V’)("+1 P — QnZCnH )I/V(”Jrl ) or (X% - 1)® = 0 pour
p=0

P 2 3 et X® =0 pour p > 2, on obtient donc
W 4+ D2XWY 4 + DWW = 20X WY 4 2n(n + D)W ou bien



6. (a)

(b)

O, (W) = (X2= D)W+ (n+1)2X W +n(n+ D)W = 20 XWA 4 2n(n+1) W,
ou encore @, (W,) = (X2 — 1)W7§")” +oxwiM = n(n+1) " or par définition
W,E”) = nl2"L,, et comme ®,, est linéaire alors : ®,,(L,) = n(n + 1)L,.

D’aprés la question 4.a il existe un unique polynéme unitaire P, tel que :

®,(P,) = n(n+ 1)P,, et d’aprés la question précédente ( z ) est aussi un polynome
co(Ly
itaire tel ) Ln (n+1) Ln done P Ln o t
unitaire tel que : ——— | =n(n ————, donc = ——— et on peut en
d "\ co(Ly) co(Ly)’ " co(Ly) P

conclure que pour tout n € N, il existe a,, € R* tel que L,, = a,, P,, avec a,, = co(Ly,), or
((X2 - 1)”)(n), donc :

n =

2!
1 1 (2n)! 2n)!
an = co(Ly,) = —— xcoefficient de (X?")(") = (2n) = (2n) .
2nn! 2"n' n! 27 (n!)?
1 1 /1
Vk € Non a (X|LyL,) = / tLy(t) L), (t)dt = [tL2( )]i_il — 2/ Li(t)dt
1 —1

_ - %HLkHQ car Ly(1) = 1, Ly(—1) = F1.

Soit k > 1,deg Ly, = k., posons Lj, = a; X*+. . .4ag alors XL, = kap X*+.. +a1 X, kL, =

kapX* + ...+ kaog, en faisant la différence on obtient que : X Lj, — kLj, est un polynome

de degré <k —1, c’est a dire XL} —kLj, € Ej_;.

D’autre part L; est orthogonal & tout polynéme de degré < k — 1, en particulier a

XL, — kLy, donc (XL}, — kLy|Lg) = 0 ou bien (XL} |Ly) = k(Lg|Ly) = k|| Lg|*, mais

ceci pour k > 1, pour k = 0 I’égalité est triviale puisque Ly est un polyndme constant.

Donc on conclut que : Vk € N, (XL} |Lg) = k|| Lg||*.

Pour tout k € N,ona: ||Ly||> = (XL, |Ly) = 1 f tL} (t)Li(t)dt = %f_ll tLi(t) L} (t)dt =
H(X|LiLy) = 4 (1= $L4]), ce qui domme (2% +1)|[ L2 = 2, d'on || = /52

D’aprés la question 5.5. Li est un polynome de degré k de coefficient dominant 2,22(]]2?;2,
2k+2)! 2k+1)!

donc (k+1)Lis1 = (k:+1)%xk+l ... 4ag= (k+1)2(k+1)mX’““ +

coag = SRR L pag et (2k + 1) XLy, = (2k + 1)L XFHL 44 Gy =

2k (k)!? 2k (k1)

(22,!?]:!1))2!Xk+1 + ...+ fo, en faisant la différence on a bien (k+ 1)Lgiq1 — (2k + 1) X Ly, est

un polyndme de degré < k, d’autre part d’aprés la question 4.a X Lj est orthogonal a
Ej_o, et Liyq aussi, donc Vk € N*, (k+1)Lgy1 — (2k+ 1) X Ly, est un polynome de degré

< k, orthogonal & Fj_o, et par suite s’écrit sous la forme :

(k 4+ 1)Ly — 2k + )X Ly, = aLy_q + ﬁLk avec o = IEDIeel O )XEelbo))

—%(XLHL;C_Q = |sz+11”)2 f VEY®)tLy_dt, moyennant des intégration

par parties successives ou tout les crochets sont nul puisque [((752 — 1)@ )] izil Vp<gq
vu que -1 et 1 sont des racines de (t2—1)*) de multiplicité¢ kona:a = — ”(L2}]::1”)2 (—1)k f_ll(tZ—
1)F(tLy— 1)(k)dt Or tLj_1 est un polynéme de degré k donc (tLg— 1)(k) = k! co(tLig_1) =

k! co(Lg—1) = k! _CRLdone o = (2;::1“)2( 1)k+1gl 2k(,€' 2 f (t? — 1)kat

S ()2 I
= (—1)"3“#&11,2_1)I/§ ou I = fill(t2 — 1)*dt, dit intégrale de Wallis, on montre par
. 2k !
récurrence que : (—1)k+1Wgzl)Ik = (2k+1).
. k+1)L 2%k+1)X Ly, |L 2k+1)X Li|L
De meme § = (R Rpristiulial — Bl — i [0 LRt = 0 car

la fonction ¢ +— ¢tL2(t) est impaire sur [—1, 1] donc son intégrale est nulle, donc on conclut
que : Vk € N, (k + 1) Lysy = (2k + 1)X Ly — kLy_y.



1.

(a)

3éme Partie

Pour tout @ € E,, Qn(t)Q(t) est un polynéme de degré inférieur a 2n + 1 car deg@ <
n; deg Qn =n+1, or la méthode est d’ordre 2n + 1 donc £(QQ,) = 0 c’est a dire :

/ Qn(t) = Z XiQn(z)Q(x;) = 0 car les x; sont des racines de Q.
i=0

D’aprés la question précédente est un polynéme de degré n + 1 orthogonal & F,,

Qn
@Qnll — ,
or 'orthogonal de E,, dans E, ;1 est de dimension 1, et R, est aussi un polynoéme de
Qn
1Qnll
iRnJrl

degré n 4+ 1 orthogonal & F,,, donc

et R,11 sont proportionnels, comme ils sont

unitaires les deux alors

Qn
1Qnll

On peut alors dire de xg, x1, ..., x, sont les racines de Ry1.
Pour tout k € {0,1,...,n — 2}, L est un polynome de degré inférieur an, or la méthode

est d’ordre 2n + 1 donc E(Lg) = 0 c’est a dire : / Lrdt = Z)\ Lr(t)(z;) = g, car

1=0
Li(z;) =0sii#ket Li(xg) =1.

En effet Q,(X) = H(X —x;), donc Q) (X ZH —xj),

=0 1=0 j#£i

n 1
Q') = [[(wn—25) = <§”_(2> (X = 23), d'ott Ly(ax) = 1. Ainsi Ay = /_1 Co(t)dt

ik

Rappel : Si fo, fi,-.., fn sont des fonctions dérivables alors H fi est aussi dérivable,

i=0

n ! n n

avec : (H fi) = ZfiIHfj‘
i=0 i=0  j#i

Pour tout k£ € {0,1,...,n — 2}, E est un polynome de degré inférieur a 2n, or la méthode

est d’ordre 2n + 1 donc £(L2) = 0 c’est a dire : / Lidt = Z)\ L2()(2) = M, car

1=0
Li(z;) =0sii#ket Li(zg) = 1.

n
Pour tout Q € E,, posons P = (Q — ZQ(wi)Ei, ona:Vke{0,1...,n}
i=0
P(zy) = ZQ x;)Li(x) = 0 car Ly(z;) =0sii# ket Li(rg) =1, ainsi P est

alors un polynome de degré inférieur & n qui admet n + 1 racines distinctes, donc nul,
n

dott Q = Q)L

=0
1 1 n n 1
P E,, dt = DLi(t)dt = ; Li(t)ydt =
our tout Q € /_IQ(t) t /_IZZ;Q(Q;) (t)dt ZZ;Q(;U)/_I (t)dt

ZQ (z;)Ai, donc £(Q) = 0, d’ou la méthode est exacte pour les polynomes de degré
S

- 0, X1, ...,y sont les n + 1 racines distinctes de @, et R,y1, tous deux po-
lynomes de degré n + 1, donc sont proportionnels, (utiliser la décompostion en
facteur irréductible d’un polynome).

Or R, 41 est orthogonal & tous les polynomes de degré inférieur & n, donc @,
1

aussi, d’ou /1 Qn(t)Q(t)dt = 0.



1 _
parceque R est un polynome de degré inférieur a n, et la méthode est exacte

1 1 1 1 n
~On a donc /_ Pl = /_ QunQ+ / R(t)dt = / 1R(t)dt—;)\iR(:m),

pour les polynomes de degré < n, or P(x;) = Qn(xi)Q(z;) + R(x;) = R(x;),

1 n

donc / P(t)dt =Y " N\iP(x;), d'on £(P) = 0.
-1 =0

(d) Conclusion directe de la question précédente.

FIN DE L’EPREUVE

FIN
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